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Einleitung

Des Ziel diesel' vorliegenden Arbeit ist nicht,neue Verfahre~ ~q n~erische

Hethoden zu entwickeln>· sondern eine zunâchst; rein theoretische St:r1,l,\<:turlL"ltE

suchung der Intervallrechnung durchzuführen.

Die Intervallrechnung. wie sie bei Moor-e [8} und Krückeberg (191-[22] ein«
geNJ:-,rtwird, zeigt bei niiherer Betrachtung, da.Sdie algebraische Struktur

auf der f4enge del'Intervalle nUT wenig Eigenschaften bes itzt. 'So existiert

z.E. weder eine Inverse bzgl. der Addition noch eine der Subtraktion,

Multiplikation oder Division.

In Arbeiten von Apostolatos, Kulisch. und Nickel z.E. [1] - [4] wird durch

die Th.eorie der abhangigen Intervalle die Intervallrechnung erweitert, und

es werden .dabei neue Struktureigenschaften gewonnen. Hierbei vi.r-dallerding

das.Prinzip, nUT die Intervallenden ZUT Bereehnung zu verwenden, aufgegeben

Die vorliegende Arbeit versueht nun, neue Eigensehaften der algebraischen

Struktur aUfzuzeigen,ohne das er"ahnte Prinzip zu verlassen. Das Ziel, Grup

struktUTen bezüglieh Multiplikation und Addition zu ge"innen, "ird erreicht

1. durch eine neue Formulierung der bekannten Verknüpfungen und

2. durch die' HinzlL"lahmeneuer Verknüpfuilgen.

Mit der Hinzunahme neuer Verknüp!"ungen wird auch die EinNlttung neuer Eleme

notwendig, die nicht aIs Intervalle gedeutet werden kennen. Doch kann man ~

deren Hilfe auf Fragen eingehen, die Nr die Intervallree~"lung von groBer

Bedeutung sind. Es ergibt sieh eine Dualtheorie. die aueh gerade im Hinhlic

auf die in der Bonner Sehule angestrebte "Innendarstellung" von Interesse

Die erreiehte Gruppenstruktur maeht es m6g1ich. die Menge der Intervalle ~

Teilmenge eines linearen topologischen Raumes, beispielsweise desTR2,aufzu.

fassen. Die Anwendung funktionalanalytiseher Methoden auf die Intervallrecl

in we~erem Umfang wird dadureh moglieh.

In Kapitel I werden nun verschiedene Standpunkte vorbereitet, von denen au~

gehend die Fragestellungen entvickelt und betraehtet verden.
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In Kapitel II verden neue Verknüpfungen eingeführt, namlich die erweiterte

Intervalladdition und Multiplikation. Es vird die Gruppeneigenschaft·desTR2

bzgl. beider Verknüpfungen nacbgevi.esen , und die Verknüpfungen verden dabei

im mengentheoretischen Sinne erlautert.

Das Fehlen distributiver Gesetze ist ein.groSer Nachteil des Kalküls. In

Kapitel III vird deshalb das Inklusionsverhalten bei gemischten arithmetische

AusdTÜcken untersucht, vas zu den sogenannten "Subdistributivitâten" fiihrt

(in Erwei terung von Moore [8]).

In Kapitel IV vird der Raum li topologisiert und dm t auch die Menge der

Intervalle. Es lassen sich Bedingungen angeben. unter vel chen eine Norm der

Schwarzschen Ungleichung genügt. Die Stetigkeit einer Intervallabbildung virà

in Beziehung gebracht zu einer mengenvertigen Abbildung des ml in sieh, die

stetig ist im erweiterten Sinne (Berge [23] ). Wahrend die Frage naeh der

Differenzlerbarkeit negativ beantvortet verden muB, laSt sich die Lipschitz

beschranktheit jedoch für bestimmte Abbildungen nachveisen.

In Kapitel V verden einige in der Formulierung sehr einfache Satze, deren

praktische Anvendung aber erfolgversprechend ist, angegeben. Diese Sitze gara

tieren Konvergenz von Iterationsfolgen auf Grund von Monotonieeigenschaften,

insbesondere der für Intervallabbildungen charakteristischen Teilmengeneigens

In Kapitel VI vird die in I - III aufgebaut~ Dualtheorie ZUT Darstellung der

Innenintervall~ und AuBenintervallosung eines Gleichungssystems verwendet.

Kapittü VII bringt eine Übertragung von Ergebnissen aus I-VI auf Matrizen.

Eine Topologie und gevisse Verknüpfungen verden eingefÜhrt. Daraus resultiere

SUbdistributivitatsgesetze verden aUfgezeigt. Dies liefert die Grundlage fÜr

Kapitel VIII, vo ein spezielles Verfahren nach Krückeberg ~9J behandelt virà

urndie Leistungsfë.higkeit der eingefÜhrten Mittel zu demonstrieren.

Dabei werden über bekannte Ergebnisse (Apostolatos - Kulisch [4]) hinaus neue

funden, die sich insbesondere auf die Konvergenz del'numerischen Werte erstre

Das numerische Beispiel in IX zeigt dann auch, da8 in Verbindung mit den Erge

nissen aus V n)lm~risch konvergente Verfahren gevonnen werden konnen.
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I Zusarnmenhan zwischen Intervallrechnun und jR2_VerknÜ fun en.

Den Betrachtungen liegen die abgeschlossenen Intervalle aus der

MengeiR der reellen Zahlen zugrunde-

1.1 Definition:
Sei ~ in gewohnter Weise geordnet. Die Menge

~ := [a. ~1 := {x I ~ 5.. x 5.. ~ ; x, ~, ~ €, 1R ,}
he'i.Be Intervall. ê hed.Be Li.nke, ~ rechte Intervallecke.

Die Gesamtheit aller Intervalle sei mit 1:( 1R) bezeichnet.

1st ~ 6 :JJ: ( 1R), so gilt:

inf{ Cl

.::, sup{ Cl. a E &}
Hierbei ist die inf- und sup-Bildung zu verstehen bezüglich der

Ordnung in \R. Denn auch l(~) kann halbgeordnet werden durch die

Enthaltenseinsrelation.

1.2 Definition:
Sei ~ • ~ E I ( 1IÇ ) •

~ 5..,!2;: <====> b C8.

Hieraus folgt sofort die Aquivalenz

1.3
Ebenso laBt sich ein Zusammenhangzwischen Durchschnitts- bzw•

. Vereinigungs- und Infimums- bzw. Supremumsbildung in Bezug auf die

Halbordnung 1.2 einsehen:

1.4. ~

1.5.

1.6

inf{ ~ , ~ }

sup{ ~ , .Q., }



- 4 -

Beveis: ~f'I.£, = {x 1 ~ .:s x .:s ~ > .£. .:s x .:s È.t }
{x I max { ê. , J2. } .~ x .s. min{ ~ > £, }}

inf{6 ' ,2,,}
~1J8 = {x ~ .:5.. x .:5.. ~ } I.J { x I .:£.:5.. x .:5.. È.t }

{x min { ~ , .£. } .:5.. x .:5.. max{ ~ • l2.. }}
sup{ 6•..£.,}

q. e. d<

1 .7 Korollar:

Sei a. E: 1I:( 11<)
Lb

Dann gilt:

1.8. na. = inf a. • wenn
I ....1. I--b

Ua. = sup a. , wenn V a.<:I( 11"<)
12.. r:..2:., 1..2.

Doch .nicht nur in dieser Beziehung bietet sich eine Betrachtung

der Intervallecken anstelle der Intervalle an, sondern auch wenn

man die in der Intervallrechnung eingeführten Operationen niiher

untersucht.

In der Literatur (z.B. [8]) sind folgende 1ntervallverknüpfungen

definiert :

Definition:

1.10

1.11

1. 12 ~ • .:s:= [min{~~,~!2,. §:,~. E:,!2,};
max{ ê.J?., ~12., ~J?.. E:,£.,}]

J:, : ~ r= 8* [~ , ~ J , 0 t~.
::.J I.::.

1,13

Diese vier Relationen kannen. so wie sie angegeben sind, auch

als Abbildungen von 1R2 " {R2 in 1R2 aufgefaBt werden und nicht

nur als solche von Jl: ( 11<) If 1:( iR) in ]:('11< ). Die Elemente von
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K( 111.) sind ja genau dur-chdie Punkte (a" a2) E -ni' charakterisiert,

für die gilt al :s, a2" lm. Folgenden sallen deshalb die Definitionen

1.10 bis 1.13 auch ~~ die Elemente aus lR2 gelten. Aufgrund der

eineindeutigen Beziehung zwischen lI: (11<) und der Menge

{(Xl' x2) I xl ~x2' xi' X2E1R} soll auch lI:(iR) für die entspre-
2

chende Teilmenge des R stehen.

Die Auffassung der Intervalle aIs Hengen kann jedoch ni.chtau13er

Acht gelassen werden. Es ist vielmehr nützIich, die wechselweise

Bedeutung zu erleuchten. So kann man die VerknüpfUngen 1.10 bis

1.13 deuten:

1.15

Seii:" 8<0; I(1R) I 0 '\::J:!.., dann gilt:

8 +8 U "'-.J {a+S}
a"~ 13€8

ê - &, \__J \..J{a-i3}
a G.ê:. S€ .l?.

ê,'*;Q_, '-...J \._) {a'S}
aE&, pE ;L

~ ~ \.J \._J{a:B}
Ct, E ë.. BE 2,

1.14

1.16

Diese Darstellungen geben das wieder, was in der Intervallrechnung

gemeint ist und wovon diese ausgeht. Der Sachverhalt 5011 aber

weiter erleuchtet werden.

(1.15 und 1.17 bleiben unbeachtet, es verlauft hier alles analog

wie bei 1.14 und 1.16~

Für 1.14 und 1.16 schreiben w~r zunachst

1.19

~+2.= V {[a,a] +J?)
aE:8

~'li,,£, :: <:. { [0.,0.1 • .lY
CL" 8

1.18

Dann kommt man mit 1.7 Korollar Lei.chtzu einer Deutung von 1.10

und 1.12, wenn man die VerknüpfUngen im 1R2 betrachtet.

1.20 8+8'" sup {[a,al +8}
a E;8

1.21 {!I:,*8= sup { [a,a] .J?)
a,c;,ê
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1.23

1.24

1.25
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1.21 spielt eine groBe Rolle bei der Einflihrung der liJultiplikation
im nachsten Kapitel.

Für die Behandlung von Gleichungen ist noch e~ne Auffassung von

1.10 und 1e ,12 von Bedeutung, die man aus 1. 14 und 1. 16 abliest:

1\ V
ae 8 YE,§,+,Q,
il",£.

1\ V
Yée:, + 8.., aEe:,

il oS)2.

1\ V
Cl E:,§, YE.~*£.
B E .È.

1\ V
YE~'" .È. aet;-.

BE.!?.

a + il Y

a + il Y

a • il Y

Cl • il y



2.1

2.2

2.3.

2.4.
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II
2Gruppenstruktur des TI< bezüglich erweiterter

Intervalladdition und -multiplikation.

wir betrachten nun die Menge ][("R) und auf ihr die Intervall

addition 1.10. Man sieht aus der Definition, daB diese Verknüpfung

kommutativ und assoziativ ist, und daB das Intervall [O,OJ das

neutrale Element fur diese Verknüpfung ist. Eine Gruppeneigen

schaft ist jedoch nicht erfullt die Forderung nach der Existenz

des inversen Elements. Denn sei 8 = [ê. ' ~] mit ê + !f'
~ E I( IR) und È.. = ['.£. • £, ] G 1(. lR), so folgt immer

~ + J2, = [ ê + .!? , ~ + ~ ] mit ê. + .!? + ~ + .£. , "!ohingegen beim

neutralen Element [ 0,0 J ja linke und rechte Ecke gleich sind.

Ein inverses Element existiert also nur fur die Elemente

..§l:, <&' I( 11<) mit & = [ê. , ~J, ê = ~ e lm TR2 kann bezüglich 1.10

"sof'or't ein inverses Element zu 8 == [ê. , ~ 1angegeben werden,

und;;"ar [- ê , - ~J.
Auch bezüglich 1.11 erhiilt man eine Inverse zu [ê , !!:,1 nâzn.li.ch

L ~ , ê]· Deshalb definieren wir

Definition:

und in Ergânzung

+(a1, a2) := (a, > a2)

-(a1, a2) := (-a2, -a1)

Dann erhalten wir mit 2.1 bis 2.4 und

(a1• a2) cr

(t" b2) €

vier Verknüpfungen im jR2.
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Die dur.!!h-;''L1 bis 2.4 definierten Abbildungen bilden den

Raum lR2 in si.ch ab. 2.3 ist die Identitii.tin lR2, 2.1 die

Spiegelung am Nullpunkt, 2.4 die Spiegelung an der Nebendiag<r

nalen und 2.2 die Spiegelung an der Hauptdiagonalen. Diese werde

im Folgenden .mit /:;beze'i.chnet,

Definition:

/:; := {( ~ , .§:.,) I s: = ~, ; ê , .§:.,ë: TR }

Bei den Abbildungen +, -, ô , i handelt es sieh.um e.ine niehtzykli

sehe Gruppe der Ordnung vier, der Spiegelungsgruppe (vgl.Skizze 1)

des 1R 2, mit folgender Verknüpfungstabelle:

+ - 6 i

- + i 0

6 i + -
i I <5 - +

lio.

Skiz.ze 1

Die Abbildung i lii.Btnun neue Aspekte bei den zu Ende des ersten

Kapitels aufgeworfenen Fragen aufkommen. Zunii.ehstlii.£tsieh eine

duale Aussage zu 1.18 gewinnen:

2.7. Satz:

Sei ê, , .£" i8 + 8 E J[ ( 11< ). Dann gilt:

i 8 + 8 = />; {[Cl',a] + JY
a ~ ê.
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Beweis: 1) i & + & c n {[a,a] + 81
!lEO ~

NachDefinition 2.2 folgt:

{x 1~+!,!.x!.:!2.+ê_}

c{x I à. + a ~ x!. £. + a, f.a. a€b}

= n {[a,a 1+ .È)
aE.!!:,

2) i.!!:,+ 2.::>/\ {[a,a] +8}
aE~

x<~+~=-=-> x~2.+ [~, !,]

x>È.!+ê_'-" xf2.+ Ca. ê.]

worausfolgt: i ~ + ~ ::> /\ {[ a,a 1+ 8}
a e~

Aus 1) und 2) folgt die Behauptung.
q. e. d

Auch1.22 und 1.23 haben ibr Dual. das manaus 2.7 Satz ableitet:

2.8. Korollar:

Sei ..!!:" & ' i.§.,+ 8 e: I (~).Danngilt

a+S=y

2.10 v a + S = y

Beweis: Nach2.7 Satz ist i ~ + 2. = (\ {[ a,a J + 81 •
ae:~

Also liegt jedes yE: i ~ + 2. in allen{ [ u,a 1+ ~}.Hiera.us fèlgt
sofort Behauptung2.9.
2.10 folgt aus i ê + ~ = [~+ ~ , :£, +ê_] • Wirwâhlen6 beliebig

aus8. DanngUt entweder1. S + ~ e i ~ + 2. oder



- 10 -

2. S + ~ ~:£, +.§:. • Aus 1. folgt die Behauptung sofort. Bei 2.

folgt S + ~ ~ }!, + ~ ~ s + ~ • Also gibt es sieher ein 0.E:ê mit

8+0.=1+&.·

q, e. d.

2.7. Satz ~~d 2.8. Korollar haben natürlieh auf Grund des mengen

theoretisehen Charakters ihrer Aussage keine Bedeutung für die

Betraehtung im 1{2. Hier dualisieren wir 1.20 und gewinnen eine

Deutung:

2.11 Korollar:

Sei ,_§:.,.:2., i 8 + J2. E: I (IR ). Dann gilt;

i .& + ;S = inf {[ a ,a 1+ J?).
et<:ê;,-

Beweis: Mit 1.7 Korollar folgt die Behaupt.ung sofort aus 2.7 Satz.

q. e. d.

Der Zusammenhangzwischen 2.11 und 1.20 kann auch dadureh erlii.utert

werden. daB, wie man sieh anhand von 1.3 klar maehen kann, gilt

8 = sup {[ CL,Ct ]} und i 8 = inf {[ o.,CL J}
CLE:. êJ

Die Ergebnisse von 2.7 Satz bis 2.11 Korollar lassen sieh mit 2.5

sofort auf die Intervallsubtraktion übertragen • .iÜlIlliehe Aussagen

für die Intervallmultiplikation herzuleiten ist ohue weitere Vor

bereitung nieht moglieh.

Zunâehst gilt es zu beaehten, daB die Definition 1.12 natürlieh

auch für Elemente aus ganz i? 2 gelten kann; Die Definition so auf

11< 2 1 . .ganz . ge ten zu lassen hat Vortelle. -Jedoeh kann dann kelne

Inverse gefunden werden. Wie man sofort sieht, gibt 1.12 eine Ab

bildung von lR2 x 1{2 in lr( TR)mit der weiteren Eigensehaft,

daB nur à • Ô = Ô ergibt, wâhrend für Elemente x, y • Ô auch

x '" y $ Ô gilt. Das Einheitselement [1,1] liegt jedoch in ô. Also
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kann für x ~ û keine Inverse bezüglich 1.12 existieren.

Bei demVersuch, eine neue MUltiplikation aufzubauen. greifen wir

auf die skalare Hultiplikation im m2 zur-ück ,

2.12 Definition:

Sei a" 11< , (a" a2) G m2• dann heiëe
CI • (a" a) := (aa1, aa2)

skalare Hultiplikation.

Diese skalare Multiplikation ist für die MengenanschauungsInnl.os .

Denn ist (al' a2)c: JJ:(1R) und aE m-, dann ist (ua , aa2) 'f 1I(\R)
auGer für a, = a2• Es soll ja aber das Vielfache, auch das negative

Vielfache eines Intervalls ein Intervall sein. So liegt folgende

Definition nahe:

2.'3 Definition:

:= t: (a, , a2) für a > 0
a 0 (al' a2) . (a2, \ für a < 0al/

2,13 kann man auch so schreiben:

2.14 aaa={ct.a
a • (ia)

CI > 0

a < 0

Definition 2.13 beinhaltet nun die aus der Intervallrechnung be

kannte l1ultiplikation eines Intervalls mit einer reellen Zahl.

1.19 und 1.21 erhalten mit 2.13 nachfolgende Form für ë".:tE 1[(m;;:

2.16

8*.:t= V{a CI J2)
aEë,

ë,*J2..= SUp {a CI J2..}
aE.,b

2.15

2.16 nehmeriwir als Ausgangspunkt • um zu einer Erweiterung der Inter-
2vallmultiplikation auf ganz TR zu gelangen. Und zvar ersetzen vir



die sup- durch die inf-Bildung. Damit vird eine neue zu 2.16

duale Definition gebildet:

2.17 Definition:
2Sei ~ € I( ~), .2. ~ TT< •

~.e .£.. := inf {a. c 8}
ClE: ~

2.16 gilt nur rur ~,.£.€ Il:(1R) im Gegensatz zu 2.17. Wir erveitern
22.16 auf ~ E I( 1R ), -!? EO 11{ , vas ja ·ohneveiteres mëglich ist, und

bezeichnen diese Verknüpfungmit ®.

Ist ~ <>.:2.~ I( ~), so folgt mit Korollar 1.7

2.18 ~<>,£,= f) {Cl o,£,}.
ClE~

2. 18 kann also als das Dual von 2.15 angesehen verden. Auchzu 1.24

kann ein Dual gefunden verden:

Es gilt für ~, 8, ~<>8E I(m):

2.19 Cl • B y

Der Beweis folgt aus 2.18. Ist niimlich y€n {Cl c,£, J, so liegt
Cl~~

y in jedem Cl '" ,Q, , so daê bei Wahlvon Cl und y das Element B be-
sb immt.ist.

Es sei angemerkt, da.£) die Voraussetzung.!J<>8'" I(lQ) rur 2.18 und
2.19 nicht trivial ist. Man sieht, dai3vohl aus ~., 8€ I( ~) folgt
sup {Cl Cl .:e. } E '[(lR) nicht aber inf {Cl 0 8} E: l[(iR).
ClE~

(vgl. Skizze 2)

Entsprechendes gilt auch
für die Voraussetzung
18+,£,EOI(lR) in2.7
und 2.8. oLtl~

Skizze 2
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Die ange st.r ect.e Multiplikation bairt sich auf 2.16 und 2.17 auf.

Da.zu schreiben wir d.iese Gleichungen in einer 1.12 entsprechenden

Form, die zeigt, daB die Verknüpfung durch die Eckpunkte dargestellt

wird.

Sei als08= {al' 8.2)Ei: ll:(lR) • ..s'S1i(2.

{

0 verin 0" ~ , 2,c i 3l: ( ~ ). 0 € i .È.
[min t a, 0 .È. • a2 Cl .:s }! max{al'" ~, a" c .:s }J

1......:-- ....:..,___,_;....:;;_,___,

2.20

sonst

2.21 5 0 vean 0" 8 , .:s ~ Ir ( '11<: ). O",b
:::.¢.~= \ [ma.x{a,t:! 8" a2 CI J1}1 minla, c,E.. a2c~}1

s ons t,
Hierbei bezeichnet al Q 2; die erste Komponente von a10 .2, etc.

I.....:---

Mit der folgenden Definition

2.22 Definition:

2
Sei ~ E 1R • Dann sei

aEilI(fR).

folgt dann die Definition der ~.fultiplikation:

2.23 Definition:

Sei a, b E. 11<2.

l a ® b

\ lal<> b
a • b ;=

Diese l-1ultinlikation nach 2.23 lunfaiilt also jene",~&èC nor-_,. - 1",,·Y-i,-l

mal.erweise bei der Irrt ervaj.Lr-echnung Yerk~énd~g,,tiriaet. Lii!.1tman
" 2. <\Wh. di}- 'tJ ".

1.12 f'ür a.Ll.e a, bE'fl< zu , was J\fi'friogllcl:i 1St, so kann dies (lurch

2.24

dargestellt werden.

Auch 2.13 ist in 2.23 enthalten; es gilt:

Cl C b = ( a,Ct) • b.

In tl·h.~fDr ,"tOO')"S, !"'!' U ·"",,"I'Q I-> "-:--.:_._der ru, "" ", _'
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')

Die dureh 2.23 in TR'- eingeführte struktur soll rra weiteren er-

Lâut e r-t werden. Insbesondere liiBt sieh fill:- eine Teilmenge des TI< 2

Gruppeneigensehaft nachweisen.

Zunâchs t Gilt:

2.25 Lemma:

2.26

2.27

2.28

Sei (al' a2) , (b1 •
2

a '" b '" b2) e IT< e Darin gilt:

(ia) , (ib) = ita b)

(-a) b = -(a b)

(oa) (ib) = ôta • bl

Beweis:

2.26: Sei iaE Jr(lR),O¢ lai- Nach 2.23 gilt:

(ia)· (ib) = G'llin{a1Cl (ib), a2c (ib)}1 max{a,c (ib), a2o(ib)J]

und mit 2.13

[min{a, c b , a2 Cl b} i max{a, C b , a2 Cl b}]
.....:..._.; ~ 1......:.-- I...:::...-

woraus nach 2.23 und 2.21 folgt

= ita • b) •

Sei a 6: I(ll<). 04 a • Darin gilt nach 2.23 und 2.21

(ia) • (ib) = [max{a1c (ib), a2 c (ib)} I minia , Cl (ib) , a2'C (ib)}]

und mit 2.13

[max{al CI b , a2 c b } i
..~~

mit 2.23 und 2.20

min{a,c b , a2l:l b }]
'-'--- L.::.--

=i(aob)

Fill:- 0 c Ia I, a.• b + 0 geht der Beveis ebenso. Zu beacht en sind

die Fille, vo nach 2.20 odèr 2.21 a . b = 0 ist, venn aJ.so

OE lai und 0 EOIb I und a, ib E. n:( IR) oder ia, bE. I( IR) ist.

Sei o ~ Jal, o E lb I, a, ib E Jr(lR) . Dann gilt fill:- i(ia) , ib :

i(ia), ib E. I(1l?). Es ist also (ia) -(ib) = 0 = a • b. Ebenso folgt

aus ia, b €: K( lR), ia, i(ib) EO x(m) also aueh (ia)·(ib) = 0 = a • b.
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Da.mit ist 2.26 also gezeigt.

20327: (a) Sei a~ 1l:(TR) , 8. . b *- 0, dann ist auch -a E 11: (1rÇ).
I

(-a) . b [min{ I;:l -P, (-a ) CI b} I max{(-a ) t:! b (-a1)cb}]
I- 1 ' I 2 ,

mit 2.13 folgt

G'nin{-a2 '" b

[-max{a2"" b
__:;:___...t

- (a • b)

-a, Cl b } II .___ I

a, "" b } i
__!__....!

max{-a2 CI b • -al C b I]
~

-min{a2'" b , al Ci b }]
;...:::__ '-'---

(b) Ist ia€. :n:(lR l, a • b + 0, so gilt

(-a) • b (i(-(ia)))' b

mit 2.26 folgt:

i( - (ia}) • (ib»)

und dt (al

i(-((i a) • ( ib) ) )

weiter mit 2.26

i( - (i(a • b))l

- (a • b)

(c) lm Palle a • b '"0 sind wieder zu beacht.eri die FUie
O",!a!, OElbl und ia, bE: I(TR) odel'?-, iP!!";_1l:(1l<).Hièt.gilt abe:

Ist ia, bE K(m), 50 auch i(-a), b;;;JÇ(lR), und ist a. ib€ !Cm)
dann auch -a, Lb E E( "IR)t Dann ist nach Definition (-a.) • b "" o,
2.28 folgt sofort aus 2.26 und 2.27 :

(cal: ~ Cih} '" (-(ia)).(ib)"'" -«ia)~(ib)) = -(ira • b») 0(13. • bl

q. e. d

Dieses Lemma2.25 leistet nun gute flilfe heim Beweis der Gruppen

eigenschaften des 1R2 bezüglich der HUltiplikation 2.23. Zunâchst

zeigen "tir Komm:utativitat5 Ass-oziativitat und Existenz d.es neu-

tralen Elementes.
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2.29 Satz:

2.30

2.31

2.32

Sei a. b , c E 11<2. Dann gilt:

Kommut at Lv itât

As soz i.at i.vit at

( 1, 1) a = a Einselement

Beweis: Sei a = (al' 802), b = (b1, b2), c = (c1' c2),

2.30: (a) Sind a, b e 1E(lR), dann folgt die Behaupt ung aus der

Ederit i.t ât a • b = a * b und der für '" bekan nt en Kcemnrtat i.vit ât ,

(b) 1st .ia , ib E:rr( IR), so folgt 2.30 aus 2.26 und (a):

a' b = i«ia) • (it)) = i«ib) • (ia)) '" b • a

(c) Lst a, ib~ 1(11<), 0 oj;. a, dann folgt mit 2.23 und 2.20

a • b [min{a1 Cl b , 802 Q b } I max {a1 Cl b , a;:>Q b }]
'___ l- ~ _;:__j

~~d mit 2.13 und 2.22

G~in{max{al 01' al b2}, max{a2 b1, a202}}!

max{r:lÎn{a, °l' al 02}' mini 802 0" 802 02}}]

Nun ist 0 ¢ a und ib Ei: :[("IR), also folgt·

entweder al b'l .:: al b2, 802 b1 .:: 802 b2

oder

Damit ergibt s i.ch fur

" {[min{al 01 , 802 bl} maxi a, b2 8.2 b2 }]

[min{a1 b2 802 b2} max{a1 0, , a~ b. }]
c I

a • °
[max{nin{a1 b1 ' 802 b1}, mini a , b2 ' 802 02}} I

min{max{a1 °2, a2 b2}, max{a1 b1_, 802 bl}}]

[max{min{a1 O2 ' 802 D2}, min{a1 0, , 8,2 o,}} I
min{max{a1 01 ' 802 Dl}, max{a1 02 ' a202}}]

[max {b, Q a , 02 c a} I nin{b1 c> a , b~ '" il. } ]
~ L..::..- ~ ~

b • a
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(d) 1st La , bE 1( 1R), 0 ¢ -lai,so folgt die Behauptung

mit 2.26 und (c):
a • b = i«ia) • (ib» = i«ib) • (ia» = b • a

(e) 1st OE lai. O€lbl und La, b € 1(11<) oder a, ib€ E(11<).

so folgt die Behauptung sofort aus 2.23.

Cf) Die Voraussetzung 0 ~ lai in (c) und (d) kann ebenso gut

durch 0 ¢ Ibl ersetzt werden, so daB die ausgeschlossenen PâlIe

genau die in (e) behandelten sind.

Damit ist die Kommutativitat 2.30 gezeigt.

2.31 : (a) Sei a, bE .l{m). Nach 2.23 gilt dann mit 2. 16 :

a • (b . c) = sup {a "" {sup {Bo c})}
aE a se b

= sup sup {a . S Cl c}
a {:a S .. b

= sup {ye c}
ye a * b

(a '* b) ® c

(a • b) " c

(b ) ia, it ~ l(lR)· Dann folgt mit 2.26 und (a)

a • (t • c) i«ia)' «ib) • (ic»)

i({(ia) • (ib» • (ic»

(a'b)'c

(c) a, Lb, cE :n:(lR).Dann gilt mit 2.30

a. • (b • c) a' (c • b)
(a • c) • b

(c • a) • b

= c • (a • b)

= (a • b) • c
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(d) a. Lb , Le EO:n:(lR).Dann gilt mit 2.30 und (b)

a •(b • c) = (b • c) • a = (c • bl • a = c • (b • al

= (b • a) c = (a • b) • c

(e) Die Behauptung gilt für beliebige b. c Et TR2 und
a a 1l:(17<). Somit folgt mit 2.30: Ist ia, bE l( 1Q). so gilt

a . (b . c) = Cb . cl . a b •(c . a) = b . (a . c)

(b . a) . c = (a . b) . c.
Ist aber ia, ib E .J!(m). so gilt die Behauptung schon nach (b).

2~: Es bleibt nun noch die Existenz des Einselementes zu zeigen.

Hier gilt ganz ei.nf'achnach Definition 2.23 und 2.13:

(1. 1) • a = [min{~, ~}I ma.x{ ~, ~}]

[~,~]
[ê •~J
a

q. e. d.

l-lit den angegebenen Satzen kann man nun die Exi.stenz der Inversen

bezüglich 2.23 zeigen. Hier gilt âhnlich wie bei den reellen Zehlen

die Einschra.nkung, daB zum Element (0,0) und auch - vie man leicht

einsehen kann , - zu allen Elementen a, mit oe lai kein Inverses

existiert. Darüber hinaus sieht man schon an der Definition 2.23

bzw. 2.20 und 2.21, daB anders aIs bei den reellen Zahlen aus

a • b = 0 nicht notwendig folgt a = 0 oder b = O.

Wir führen zunachst folgende Definition ein:

2.33 Definition:

Seia=(al,

a-1 := I 8.'21

Für a, b Eo JI: ( 1R) liefert a • b-1 = a : b genau die Intervalldivi-
-1

sion 1.13. Aus a erhâlt man die Inverse zu a bezüglich 2.23, in-

dem man a-1 an der Hauptdiagonalen spiegelt. d.h. ia-1 bildet.

Es gilt dann:
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Sei 04: lai. at:: 1R2• Dann gilt:

a • (ia-1) = (1, 1).

Beweis: a • (ia-1) = (a,. 8.2) • (1 1)a t a
1 2

woraus mit 2.13 und 2.31 folgt:

8,2
entweder a.!. 1. oder

1

Dannfolgt mit

2.23

q. e. d.

Skizze 3 mage die Existenz

der Inversen erlautern. Für

die ~~kte der sehraffierten

Quadranten ist keine Inverse
ndefiniert, da für sie ja gilt-"---'-- .......-...4.----~-~-~-...._

o € lai. Man überlegt sien ~
leicht, da£ für die Punkte v~ ~
des II. Quadranten auen gar ~

keine Inverse definiert

werden kann, die einer der Skizze 3

Beziehungen 1.16,1.19.

1.24 oder 1.25 gerecht vür-de, Und da nach Definiàtion 2.33 die In

verse immer lin an der Haupt.dLagona.LenL:. gespiegelten Quadranten

liegt. kann also aueh für die Punkte des IV. Quadranten keine

Inverse existieren.
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Wohl aber ist die Menge der Invez-sender Punkte des 1. bzw.

III. Quadranten der I. bzw. III. Quadrant selbst. Weiter ist

das Produkt zweier Punkte des ersten oder zweier Punkte des

dritten Quadranten ein Punkf des ersten und das Produkt eines

Punktes des ersten mit einem des dritten ein PUhkt des dritten

Quadranten.

So haben wir aIs Korollar zu 2.34 Satz und 2.29 Satz:

2.35 Korollar:

Die Punkte a E:]R2 mit 0 $. laI bilden eine abel.scheGruppe

bezüglich der MUltiplikation 2.23.

Erganzend sei hier bemerkt, daB die Punkte des IR 2 auch eine

abeLsche Gruppe bezüg1ich der Addition 1.10 und der Subtraktion

1.11 bilden, sofern man diese Definitionen für aIle Punkte des \R2-

gelten .11i.Bt,was vir im Folgenden auch tun.

Es gelingt nun Leider nicht, weitere Kêr'per-ei.genschaf'ten des lR2

bezüglich Multiplikation und Addition nachzuweisen. Es ist in der

Literatur (z.B. [8J) schon ausführlich darauf hingewiesen worden,

da.Bdas distributive Gesetz zwischen Intervallmultiplikation und

-addition nicht gilt. Man kann aber von den hier eingeführten Er

weiterungen dieser Verknüpfungen~ die ja die alten Eigenschaften

beibehalten, keine Distributivitàt erwarten. Ivohllassen sich, und

dies wird auch noeh in dieser Arbeit ausgeführt werden, der

"Subdü,tributivitàt" entspreehende Gesetze naehweisen.

Da die Ergebnisse 1.18 - 1.25, 2.7 - 2.11 und 2.15 - 2.19 von

groBer Bedeutung für das Folgende sind, sollen sie hier zusammen

gefaBt und gegenübergestellt werden:

2.36 Sei a. bE: J[(~), aE{+, -, .}. (ia)a bE I(lR). Dann gilt:


