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Einleitung

Das Ziel dieser vorliegenden Arbeit ist nichtsneue Verfahren und numerische
Methoden zu entwickeln, sondern eine zundchst rein theoretische Strukturunte

suchung der Intervallrechnung durchzufiithren.

Die Intervallrechnung, wie sie bei Moore [8] und Kriickeberg [19]~[22] ein-
gefiihrt wird, zeigt bei ndherer Betrachtung, da® die algebraische Struktur
auf der Menge der Intervalle nur wenig Eigenschaften besitzt. So existiert
2.B. weder eine Inverse bzgl. der Addition noch eine der Subtraktion,

Multiplikation oder Division.

In Arbeiten von Apostolatos, Kulisch, und Nickel z.B. (1] - (] wird durch
die Theorie der abhéngigen Intervalle die Intervallrechnung erweitert, und
es werden dabei neue Struktureigenschaften gewonnen. Hierbei wird allerding

das Prinzip, nur die Intervallenden zur Berechnung zu vervenden, aufgegeben

Die vorliegende Arbeit versucht nun, neue Eigenschaften der algebraischen

Struktur aufzuzeigen,ohne das erwéhnte Prinzip zu verlassen. Das Ziel, Grup

strukturen beziiglich Multiplikation und Addition zu gewinnen, wird erreicht
1. durch eine neue Formulierung der bekannten Verkniipfungen und

2. durch die' Hinzunahme neuer Verkniipfungen.

Mit der Hinzunahme neuer Verkniipfungen wird auch die Einflihrung neuer Eleme
notwendig, die nicht als Intervalle gedeutet werden kdénnen. Doch kann man x
deren Hilfe auf Fragen eingehen, die flir die Intervallrechnung von grofer

Bedeutung sind. Es ergibt sich eine Dualtheorie, die auch gerade im Hinblic
auf die in der Bonner Schule angestrebte ,Innendarstellung” von Interesse
Die erreichte Gruppenstruktur macht es méglich, die Menge der Intervalle al
Teilmenge eines linesren topologischen Raumes, beispielsweise desIRE,aufzu-
fassen. Die Anwendung funktionalanalytischer Methoden auf die Intervallrecl

in weiterem Umfang wird dadurch méglich.

In Kapitel I werden nun verschiedene Standpunkte vorbereitet, von denen au:

gehend die Fragestellungen entwickelt und betrachtet werden.



In Kapitel II werden neue Verkniipfungen eingefithrt, ndmlich die erweiterte
Intervalladdition und Multiplikation. Es wird die Gruppeneigenschaft desTR2
bzgl. beider Verkniipfungen nachgewiesen, und die Verkniipfungen werden dabei

im mengentheoretischen Sinne erliautert.

Das Fehlen distributiver Gesetze ist ein groBer Nachteil des Kalkiils. In
Kapitel III wird deshalb das Inklusionsverhalten bei gemischten arithmetische
Ausdriicken untersucht, was zu den sogenannten "Subdistributivitdten” fithrt

(in Erweiterung von Moore (8]).

In Kapitel IV wird der Raum'mz topologisiert und damit auch die Menge der
Intervaelle. Es lassen sich Bedingungen angeben, unter welchen eine Norm der
Schwarzschen Ungleichung geniigt. Die Stetigkeit einer Intervallabbildung wird
in Beziehung gebracht zu einer mengenwertigen Abbildung des ®' in sich, die
stetig ist im erweiterten Sinne (Berge [23] ). Wahrend die Frage nach der
Differenzierbarkeit negativ beantwortet werden muB, 188t sich die Lipschitz-
beschrénktheit jedoch fiir bestirmte Abbildungen nachweisen.

\
In Kapitel V werden einige in der Formulierung sehr einfache Sitze, deren
praktische Anwendung aber erfolgversprechend ist, angegeben. Diese Sitze gare
tieren Konvergenz von Iterationsfolgen auf Grund von Monotonieeigenschaften,
insbesondere der fiir Intervallabbildungen charakteristischen Teilmengeneigens

In Kapitel VI wird die in I = III aufgebaute Dualtheorie zur Darstellung der
Innenintervall- und AuBenintervalldsung eines Gleichungssystems verwendet.

Kapitel VII bringt eine Ubertragung von Ergebnissen aus I-VI asuf Matrizen.
Eine Topologie und gewisse Verknﬁpfungen verden eingefiihrt. Daraus resultiere
Subdistributivitétsgesetze werden aufgezeigt. Dies liefert die Grundlage fiir
Kapitel VIII, wo ein spezielles Verfahren nach Kriickeberg [19] behandelt wird
um die Leistungsfihigkeit der eingefiihrten Mittel zu demonstrieren.

Dabei werden iiber bekannte Ergebnisse (Apostolatos ~ Kulisch DQ) hinaus neue

funden, die sich insbesondere auf die Konvergenz der numerischen Werte erstre

Das numerische Beispiel in IX zeigt dann auch, daB in Verbindung mit den Erge

nissen aus V numerisch konvergente Verfahren gewonnen werden kdnnen,



1.2

1.3

b

1.5.
1.6

I Zusammenhang zwischen Intervallrechnung und TR2—Verknﬁpﬁmgen.

Den Betrachtungen liegen die abgeschlossenen Intervalle aus der

Menge R der reellen Zahlen zugrunde.

Defipition:
Sei R in gewohnter Weise geordnet. Die Menge
g=(eal=xlasxcasx g gkl
neifie Intervall. @ heiBe linke, a rechte Intervallecke.

Die Gesamtheit aller Intervalle sei mit T(R) bezeichnet.

Ist &, eI(R), so gilt:

]!

a }

inf{ « | o € g

le fo

sup{ .| ¢ € &}
Hierbei ist die inf- und sup-Bildung zZu verstehen beziiglich der
Ordnung in R . Denn auch I(W) kann halbgeordnet werden durch die

Enthaltenseinsrelation.

Definition:
Sei & , b, € I(R).
&b = ,<b, .

Hieraus folgt sofort die Kquivalenz

b<=u===>

&2y @ >bund 2, <D+

Fbenso 1a8t sich ein Zusammenhang 2zwischen Durchschnitts- bzw.

- Vereinigungs~ und Infimums- bzw. Supremumsbildung in Bezug auf die

Halbordnung 1.2 einsehent

Satz:
Sei @J,\EGI(R),&AQ#QS.Dann gilt
&nk = inf{ g, 8}
naio bR RS sup{ &, 5, b, 1 -



1.7

1188

1.9.

Beweis: anb={x |@<x<8,b<x<d}
={x | max {@,2}<x <min{ &, b }}
= nfi{la; e bk
egvb={xlasx<glolix|pxp}
={x |min{a,d}<x<mx{a,Ddl}}
=supl a,, )b, }
Q. e« de
Korollar:
Sei a. e I(WR) . Dann gilt:
i
Ma, =infa, ,wenn / ) a; + ¢
I+ 1 iel

\_Ja. = sup a, , wenn \_/J a,<€ I( W)
1 > 1 L

Doch nicht nur in dieser Beziehung bietet sich eine Betrachtung

der Intervallecken anstelle der Intervalle an, sondern such wenn
man die in der Intervallrechnung eingefilhrten Operationen néher

untersucht.

In der Literatur (z.B. [B]) sind folgende Intervallverkniipfungen

definiert:

Definition:

+ Db,

&

[ ]
a-b=[a-nsa-2]
(

&+, =

1 1
sip=av .1l 0dn.

Diese vier Relationen kdnnen, so wie sie angegeben sind, auch
als Abbildungen von ﬂ?z L |R2 in 'm? aufgefaBft werden und nicht
nur als solche von I(R) x T(M) in I(W). Die Elemente von



1.18

1.19

1.20

1.21
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T(m) sind ja genau durch die Punkte (a1, a, )€ TE? charakterisiert,
fiir die gilt 2, < By Im Folgenden sollen deshalb die Definitionen
1.10 bis 1.13 auch fir die Elemente aus U2 gelten. Aufgrund der
eineindeutigen Beziehung zwischen I(R) und der Menge

{(x1, x2) | Xy £ Xp5 Xq» x, e R } soll auch I(®R) fir die entspre-

chende Teilmenge des R~ stehen.

Die Auffassung der Intervalle als Mengen kann jedoch nicht auBer
Acht gelassen werden. Es ist vielmehr niitzlich, die wechselweise
Bedeutung zu erleuchten. So kann man die Verkniipfungen 1.10 bis
1.13 deuten:

Sei g , b« I(R) , O ¢pb,, dann gilt:

a+b = o S lassl
cea Bepl

b = \/ \_/{o=B}
aca Beh,
a%p = \ {aeB8}

acg, BED,

./t Selensh
acea, Belp,

&
o
n

Diese Darstellungen geben das wieder, was in der Intervallrechnung
gemeint ist und wovon diese ausgeht. Der Sachverhalt soll aber

weiter erleuchtet werden.

(1.15 und 1.17 bleiben unbeachtet, es verlauft hier alles analog
wie bei 1.14 und 1.16)

Fir 1.1% und 1.16 schreiben wir zunéchst
atb= \J{fwe] *&
aeg,

a%b = \ tlee] =0
aca,

Denn kommt man mit 1.7 Korollar leicht zu einer Deutung vom 1.10

und 1.12, wenn man die Verkniipfungen im “22 betrachtet.

&+ =suwp {[e0] +u
Geé‘,
a*p=swp {[oe] *p)

ac g,
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1.21 spielt eine groBe Rolle bei der Einflihrung der Multiplikation

im néchsten Kapitel.

Fir die Behandlung von Gleichungen ist noch eine Auffassung von

T.70 und 1.12 von Bedeutung, die man aus 1.14 und 1.16 abliest:

1.22 74 \/ d Ty
ae g Yeat b
Be b,
1.23 V. a+s=y
Yea+td  acg
Bep,
1.2k 4 @ B=y
ded  yeg 4D
Be b
1.25 \// o+« 8=y
YEa¥Db aeg
B¢ b,



2.2

2.3,

2.k,

2.5.
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II  Gruppenstruktur des TR2 beziiglich erwveiterter
Intervalladdition und ~multiplikation. '

Wir betrachten nun die Menge I(WR) und auf ihr die Intervall-

addition 1.1o. Man sieht aus der Definition, daB diese Verknippfung

kommutativ und assoziativ ist, und daB das Intervall [0,0] das
neutrale Element fiir diese Verkniipfung ist. Eine Gruppeneigen—
schaft ist jedoch nicht erfiillt die Forderung nach der Existenz
des inversen Elements. Denn sei a = La s, g._,] mit & ¥ a,
el(ﬂ?) und b=[‘_b_,_J]G I(R), so folgt immer
= [L_ b & ___,:I mit a + b % a + b, , wohingegen beim
neutralen Element[0,0 ] ja linke und rechte Ecke gleich sind.

Bin inverses Element existiert also nur fir die Elemente

é’vI(m mit g [‘_ 5 __,] =g . Im IPE kann beziiglich 1.10

sofort ein inverses Element zu g [E’. s _:I angegeben werden,

und zwar [-& 5 "E'.xi'
Auch beziiglich 1.11 erh&lt man eine Inverse zu [@_,_ . g_,l nédmlich

[ 2, @& ]. Deshalb definieren wir

Definition:
ER 2
Sei a = (a1, 32)6 RS .
6(&1, 52) = (-ai, -32)
1(&1, a2) = a5, a1)
und in Ergénzung :

+ay, a,) = (a, a2)

2)
-(a1, a.2) = (-a2, —a1)

Dann erhalten wir mit 2.1 bis 2.4 und
(a1, ay) o (b, b,) := (&, a,) + (a(b,, b))
(b1’ -

vier Verkniipfungen im IRQ.

b)e RZ, gel+, -, 8, i}



2.6.

2.7,

—8_

Die durén 2.1 bis 2.k definierten Abbildungen bilden den

Raum IR2 in sich ab. 2.3 ist die Identitdt in TR2, 2.1 die
Spiegelung am Nullpunkt, 2.4 die Spiegelung an der Nebendiago—
nalen und 2.2 die Spiegelung an der Hauptdiagonalen. Diese werde

im Folgenden .mit A bezeichnet.

Definition:

A:={({ag,a)|a=a:8,8eR}

Bei den Abbildungen +, -, 8, 1 handelt es sich um eine nichtzykli-
sche Gruppe der Ordnung vier, der Spiegelungsgruppe (vgl.Skizze 1)
des R 2, mit folgender Verkniipfungstabelle:

+ =181
) I
R R |
A Bl = E

Skizze 1

Die Abbildung i 148t nun neue Aspekte bei den zu Ende des ersten
Kapitels aufgeworfenen Fragen aufkommen. Zundchst 188t sich eine

duale Aussage zu 1.138 gewinnen:

Satz:

Sei g , b5 i @&+ d € I(R). Dann gilt:
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Beweis: 1) ig+h <\ {[aa] +2}
ae&

Nach Definition 2.2 folgt:

il

x<bta=xéb+[8,a]
x>b+ta=—xép+[a,al]

woraus folgt: i a+pn >/ {[a,a] +1
aeg,
Aus 1) und 2) folgt die Behauptung.
q. e. d

Auch 1.22 und 1.23 haben ihr Dual, das man aus 2.7 Satz ableitet:

2.8. Korollar:
Sei &, b, ia+de€ I(R). Dann gilt

2.9 a+B=Y

C!S&l
veig+p,

Beweis: Nach 2.7 Satz ist i a + )b, = M {[a,a] + b}
a€ a

flso liegt jedes yei g + b in allen{[ a,a 1+ b}.Hieraus folgt
sofort Behauptung 2.9.
2.10 folgt aus i &+ = b+ &, b+a ] - Wir vihlen B beliedig

aus b, . Dann gilt entweder 1. g +a €iag+p oder
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2, B +a>b +a . Aus 1. folgt die Behauptung sofort. Bei 2.

a
—
folgt B + 2 <b,+a < B + g . Also gibt es sicher ein c€ g, mit
B+a=b+a.

q. e. d.

2.7. Satz und 2.8. Korollar haben natiirlich auf Grund des mengen-
theoretischen Charakters ihrer Aussage keine Bedeutung fiir die
Betrachtung im Re. Hier dualisieren wir 1.20 und gewinnen eine

Deutung:

Korollar:
Sei &, b, ia +be [(R). Dann gilt:

= inf {[a,a I+\§‘}
ce a,

1etd

Beweis: Mit 1.7 Korollar folgt die sehauptung sofort aus 2.7 Satz.

q. e. 4.

Der Zusammenhang zwischen 2.11 und 1.20 kann auch dadurch erléutert
werden, daB, wie man sich anhand von 1.3 klar machen kann, gilt

&=swp {[a,0]} undig=inf {[a,a]}.
ac 8, ae g,

Die Ergebnisse von 2.7 Satz bis 2.11 Korollar lassen sich mit 2.5
sofort auf die Intervallsubtraktion iibertragen. Ahnliche Aussagen
flir die Intervallmultiplikation herzuleiten ist ohne weitere Vor-
bereitung nicht méglich.

Zundchst gilt es zu beachten, daB die Definition 1.12 natirlich
auch filir Elemente aus ganz P2 gelten kann. Die Definition so auf
ganz R o gelten zu lassen hat Vorteile. "Jedoch kann dann keine
Inverse gefunden werden. Wie man sofort sieht, gibt 1.12 eine Ab-
bildung von R2 x R? in I(W) mit der weiteren Eigenschaft,
daB nur A % A = A ergibt, wihrend fiir Elemente x, y € A auch

x % y ¢ A gilt. Das Finheitselement [1,1] 1iegt jedoch in A. Also



2.13
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kann fir x ¢ 4 keine Inverse beziiglich 1.12 existieren.
Bei dem Versuch, eine neue Multiplikation aufzubauen, greifen wir

auf die skalare Multiplikation im TR2 zuriick.

Definition:
Sei oM, (a1, 8‘2) € TR2, dann heiBe
o e (al, a2) 9= (aa1, aa2)

skalare Multiplikation.

Diese skalare Multiplikation ist fiir die Mengenanschauung sinnlos.
Denn ist (8.1, 8.2)G T({R) und a€ TR, dann ist (ua1, uaz) ¢ T(W)

auBer fur a, = a, Es soll ja aber das Vielfache, auch das negative

Vielfache eines Intervalls ein Intervall sein. So liegt folgende

Definition nahe:
Definition:
Sei a €R , a= (a1, ag)ETRZ. Dann sei

={a°(a1,32) fir @ > 0

a~(a2.a1) fir o <0 .

)

a (a1, a,

2.13 kann man auch so schreiben:

_{a'a a >0
a9 a= -
o ° (ia) a« <O

Definition 2.13 beinhaltet nun die aus der Intervallrechnung be-
kennte Multiplikation eines Intervalls mit einer reellen Zahl.
1.19 und 1.21 erhalten mit 2.13 nachfolgende Form fiir @, , b€ T(Wj:
&*b="Y{a o p}

ae g,

a #b=sup {c @ b} .

€ g,

2.16 nehmen wir als Ausgangspunkt, um zu einer Erweiterung der Inter-

vallmuitiplikation  auf ganz TR2 zu gelangen. Und zwar ersetzen yir
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die sup~ durch die inf-Bildung. Damit wird eine neue zu 2.16
duale Definition gebildet:

Definition:
Sei g €I(R), be “22.

o )b, := inf {¢ © }p }
ae g,

2,

2.16 gilt nur fiir a

Lo

2.16 auf g€ I{R), b€ Tkz, was ja ohne weiteres mdglich ist, und

» b€ I(R) im Gegensatz zu 2.17. Wir erweitern

bezeichnen diese Verkniippfung mit @& .

Ist a ob & I(R), so folgt mit Korollar 1.7

—

3oDb = N {ae b, }.

ac a,
2.18 kann also als das Dual von 2.15 angesehen werden. Auch zu 1.24
kann ein Dual gefunden werden:

b, &b € I(R):

-
\/ acS:-y

aga, Be b,
YE2 QD

Es gilt fir a ,

Der Beweis folgt aus 2.18. Ist nimlich vye€ /) {a a b}, so liegt
a€ a
Yy in jedem a & b, , so daB bei Wahl von « und 7das Element B be-

stimmt ist.

Es sei angemerkt, daB die Voraussetzung & ¢ b € I(W) fiir 2.18 und
2.19 nicht trivial ist. Man sieht, da8 wohl aus & , b€ I(R) folgt
sup {a o b } € I(R) nicht aber inf {ano b, } € I(W).

ae g, ae g, A
(vgl. Skizze 2) 3."'}

L,
Entsprechendes gilt auch B e

b
fiir die Voraussetzung ///

ia+h€I(M)in2.7
und 2.8. o8

)
i

Skizze 2



2.20

2.21

2.22

2.2h

)

Die angestrebte Multiplikation baut sich auf 2. 16 und 2.17 auf.
Dazu schreiben wir diese Gleichungen in einer 1.12 entsprechenden
Form, die zeigt, daB die Verkniipfung durch die Eci;punkte dargestellt
wird.

Sei also g = (a1, 23.2)Q I(ﬂ?).@,emz

a®D = 0 wenn Oca , b&iXL(m), Oeip
Nad e
[min taja b, a0 b i ma.x(aju 5, a2 b }]
1 \ L R ey
sonst
O wenn O€g , b€ I(WR), Oep,
adb =
&% & [max{aTEg,%uE}] minia, nb,aag}l
L hY ________J ______‘
sonst
HEierbel bezeichnet a, = b die erste Komponente von a, G D, etc.
S

Mit der folgenden Definition

Definition:
. 2 3
Sei @ € W™. Dann sel

a a& T(W)
|al {

ia a€iT(M).
folgt dann die Definition der Multiplikation:

Definition:
Sei a, b & T!?e.
{ a®b ae I(W)

]aﬂ‘o b aei L(R) .

.

Diese Multiplikation nach 2.23 umfaBt also jene aus 1. 125 "die nor-

malerweise bei der Intervallrechm.ng Vei‘v'rendung findet. LGt man

«) .-\

.12 fiir alle ¢, b € me Zu, Was ‘]\S\Ynogllch 1=t, so kann dies durch

la] « o]

dargestellt werden.

Auch 2.13 ist in 2.23 enthalten; es gilt:

= { a,a)
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Die durch 2.23 in TRZ eingefithrte Struktur soll im weiteren er-
liutert werden. Insbesondere 14Rt sich fiir eine Teilmenge des TR 2
Gruppeneigenschaft nachweisen.

Zunédchst gilt:

Lenma:
Sel a = (a‘, ag), b = (b1, b2)€ IT22, Dann gilt:
(ia) © (ib) = i(a * b)
(-a) b = ~(a * b)
(8a) < (ib) = 8(a < b)
Beweis:
2.26:  Sei iae€ I(R),04¢ |a|. Nach 2.23 gilt:

(ia) + (iv) = [minfa, ® (ib), ay o (ib)}]| max{a, @ (ib) , a, = (ib)}]

und mit 2,13
a b}]

= [mln{a1c b, ayd bj}l max{‘a.Tﬂ b, 2,

woraus nach 2.23 und 2.21 folgt
=l di{ta. = D)
Sei ae€ I(R). 04 a . Dann gilt nach 2.23 und 2.21

(ia) « (ib) = [max{\a.1a(ib), a, (ib)}} m:'m{'.a.1 a (Gb), a,o (ib)}]

und mit 2.13

= [ma.x{aﬁ:b » 2,° b} ninfa;® b, a,m b 1]
- rmmmiaed \ 1

mit 2.23 und 2.20
= j{a < b)

Fir 0€ ]a[, a-°b # 0 geht der Beweils ebenso. Zu beachten sind

die Falle, wo nach 2.20 odér 2.21 a +* b = 0 ist, wenn also

O0¢|al und 0€ |b] und a, ib € T(R) oder ia, be [(MR) ist.

Sei 0€lal, 0e|b|, 2, ivb € I{R) . Dann gilt fir i(ia), ib :

i(ia), ivb € I(®). Es ist also (ia) °(ib) = 0 = a + b. Ebenso folgt
aus ia, b€ I(M), ia, i{ib) & I(W) also auch (ia)+{(ib) =0 = a * b.
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Damit ist 2.26 also gezeigt.

2.27: {a) Sei ae I{M), a b % 0, dann ist auch -a € T(MR).

(-a) + b = [min{(~a,)2b, (-2} = b}| max{(~a )= b, (-a y=v}]
L 2 L 1 2 , 1 :

ft

nit 2.13 folgt

= [min{-a2 @b, -a, @ b} ma.x{—az adbv ; ~a, A b }]
] i 1 i
=[—me.x{a2=b,s.1=b}[ —min(agﬁb,a1ub}]
[P SUUR——— en————— [ 1
= = (a - )

(b) Ist ia€ I{R),a - b % 0, so gilt
(-a) « b = (i{~(ia))) *+ ©
mit 2.26 folgt:
= i{( - (ia)) + (ib))
wd mit (=)
= i(=((ia)(iv)))

weiter mit 2.26

n

il - (i(a » b))
= (a © b)

(¢) TIm Palle a » b = O sind wieder zu beachten die Falle
oelal, 0Oe|b| und ia, b& I(R) oder a, ibe T(WR). Hiér gilt abe
Ist is, be I(R), so auch i{-a), b€ I(R), und ist a. ib € I(R)
dann auch -a, ib € I{M ), Dann ist nach Definition (-a) » b = 0.

2,28 folgt sofort aus 2,26 und 2.27 :

(sa) - (iv) = (~(ia)).(ib) = -((ia)e(ib)) = =(i(a * D)) = &(a * ®)

Q. €. 4

Dieses Lemma 2.25 leistet nun gute Hilfe beim Beweis der Gruppen-
eigenschaften des ﬂ22 beziiglich der Multiplikation 2.23. Zunéchst
zeigen wir Kommutativitdt, Assoziativitét und Existenz des neu-

tralen Elementes.
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2.29 satz:
Sei a, b, ¢ € TRZ. Dann gilt:

2.30 a*b=b *a Kommutativitat

2.31 a*(b-c)=(a=*db) - c Assoziativitét

2:32 (1, 1) »a=a Rinselement

Beweis: Sei a = (ax, ae), b = (b1, b2), c = (c1, cz),
2.30: (a) Sind a, b€ I(R), dann folgt die Behauptung aus der
Identitdt a « b = a # b und der flir # bekannten Kommutativitas.
(b) 1Ist ia, ib € I(MR), so fclgt 2.30 aus 2.26 und (a):
a+b=1i((ia) * (iv)) = i((iv) + (ia)) = b « a
(¢) Ist a, ibe I(W), O ¢ a, dann folgt mit 2.23 und 2.20
a b= [min{a.1 ab » 8y b }| max {a, = b’, a2=b£}]

1.

und mit 2.13 und 2.22

]

[min{a.1n ]bl‘, a, a ]b’}}[ max {a, = o] e, @ [v]Y]

!_—_ru),n{n.'ta&c{a1 b, 2 b2}, rr.a.x{a2 b, a2b2}}!

oo}, min{a2 bys 8, b2}}:]

Y
1 1
Mun ist O € a und ib € T(R), also folgt'

max{min{a b, a

entweder a fir 8,5 8 > 0

a5y

 Bpaa By 5 on bLE 2
oder :a.1 b1_<_a.1 b2, a.2‘t>1j‘a2 02 ﬁ).re.1,a2<0

Damit ergibt sich fir

1
[_'min{a.1 b, , 8, by} | ma.x{a1 b, , &, b, H

[min{a.1 b, a, b} | max{a, b, , 8, b, }]
2

[max{nin{a, b, , &, b}, minla, b, , &, bt}

mln{ma.:-:{a1 b, 5 &, b2}, magc{a1 b1_, 2, b1}}]

b, o, o8, b 1}

]

[:mauc{min{a1 b, 5 &, b2}, rin{a

2 1
m1n{ma.x{a1 b1 E a, b1}, ma.x{a.1 b2 ) 8 bg}}]
= [max{bna.,bca}lmin{bna,bﬁa}]
S L2 1 ; 2

= 1 MOt
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(4) TIst ie, b€ I(M), O & la], so folgt die Behauptung
mit 2,26 und (c):
a+b=i((ia) » (iv)) = i((ib) « (da)) =Db * a
(e) Ist 0O€la], O€|b| und ia, b & I{®R) oder a, ib < I(R),
so folgt die Behauptung sofort aus 2.23.

(f) Die Voraussetzung O ¢ lal in (c) und (&) kann ebenso gut
durch 0 ¢ |b| ersetzt werden, so daB die ausgeschlossenen Falle
genau die in (e) behandelten sind.

Damit ist die Kommutativitdt 2.3o0 gezeigt.

2.31: {a) Sei a, b€ I(M). Nach 2.23 gilt dann mit 2.16:

a+(b+c)=sup {ao(sup {Ba c})}
o€ a Be b

= sup Sup {a * Bac}
aea Be b

= sup {y @ ¢}
YE a ¥ D

= (a*b)®c
= (a +b) ¢

(b) ia, ib€ I(WR). Dann folgt mit 2.26 und (a)

i((ia) - ((iv) * (dic)))
i(((ia) * (iv)) -+ (ic))
(a *Db) * ¢

]

a-{b-c)

n

(¢) a, ib, ¢ &€ I(M). Dann gilt mit 2.30

a s+ (c D)
(a *c) *d
(c »a) *d
¢+ (a-b)
(a »b) * ¢

a-* (b= c)
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(d) a, ib, ic € I(M). Dann gilt mit 2.30 und (b)

a*(brc)=(b-c)a=(c*b)ea=c-: (b a)
(b+a)sc=(a-0b)c

I

(e) Die Behauptung gilt fiir beliebige b, ¢ € T und
a€ I(R). Somit folgt mit 2.30: Ist ia, b € [(M), so gilt
a*(bec)=(bsc)ea=be(csa)=b-+ (asec)
=(be+a)ec=(a-Db)-ec.
Ist aber ia, ib € I(R), so gilt die Behauptung schon nach (b).

2.32: Es bleibt nun noch die Existenz des Einselementes zu zeigen.

Hier gilt ganz einfach nach Definition 2.23 und 2.13:

{15 %) « a

min(i=a , 132 a}| max{ 1 8, 1agl]
[J__._s laa]

[esal
a

q. €. d.

Mit den engegebenen Sétzen kann man nun die Existenz der Inversen
bezliglich 2.23 zeigen. Hier gilt ghnlich wie bei den reellen Zahlen
die Einschrénkung, daB zum Element (0,0) und such - wie man leicht
einsehen kann, - zu allen Elementen &, mit O€ |a| kein Inverses
existiert. Dariber hinaus sieht man schon an der Definition 2.23
bzw. 2,20 und 2.21, daB anders als bei den reellen Zahlen aus

& * b = 0 nicht notwendig folgt a = 0 oder b = 0.

Wir fiihren zunichst folgende Definition ein:

Definition:
Sei a . Dann sei
-1 -1 -1
EWas, s a, ] c

Flir a, be I(M) liefert a - b-1 = a : b genau die Intervalldivie~
sion 1.13. Aus 371 erhdlt man die Inverse zu a beziiglich 2.23, in-
dem man 3-1 an der Hauptdiagonalen spiegelt, d.h. 1'.9.”1 bildet.

Es gilt dann:
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S0NE

Satz:
Sei 0 ¢ |af, aeRZ. Dam

a - (ia™") = (1, 1),
Beweis: a ¢ (ia”') = (B e o) » (G
i w2 a,
woraus mit 2.13 und 2,31 folgt:

= (a,, a,) - (1,

a,
=(1,;—f-)-(1,

a
Nun gilt 0 ¢ |a], also auch Eg > 0,
1

ml_y

2 32
©B.d.A, an, es sei (1, ==)¢ I (R),
1

82 a.1
2,23 (19 ==} ¢ (1, =) = [min{1,
8.1 8.2

= (1, 1)

Skizze 3 mdge die Existenz
der Inversen erliutern. Fir
die Punkte der schraffierten
Quadranten ist keine Inverse

gilt:

1
[ 3'2)
=85 ¢ vl 2
1 L)
8.1 &1 a.,' 82
g
a, ¢

a
Es ist entweder ;g_i 1, oder
1

> 1. Unter Ausputzung der Kommutativitdt 2.30 nehmen wir

a
also == > 1. Denn folgt mit
1

a a
2 1
;?}] max&;;, 11]

A

definiert, da fiir sie ja gilt
0 € |a|. Man fiberlegt sich
leicht, daB fiir die Punkte
des II. Quadranten auch gar
keine Inverse definiert
werden kann, die einer der
13165 .9k
1.24 oder 1.25 gerecht wiirde. Und da

Beziehungen

III

Skizze 3

nach Definidtion 2.33 die In-

verse immer im an der Hauptdiégonalenzk gespiegelten Quadranten

liegt, kann also auch flir die Punkte

Inverse existieren.

des IV. Quadranten keine
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